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2.2 Krifte und Kraftgesetze

Im Folgenden werden einige der wichtigsten Kraftgesetze dargestellt und
in ihrer Wirkung erldutert.

2.2.1 Gewichtskraft

Im Beispiel 2.2 wurde bereits gesagt, dass die Gewichtskraft G eine zum
Erdmittelpunkt hin gerichtete Kraft ist. Sie hat ihre Ursache in der Gravi-
tationsbeschleunigung (Erdbeschleunigung) g, die durch das Kraftfeld
(Gravitationsfeld) der Erde auf jede Masse wirkt. Die Tatsache, dass die
Erdbeschleunigung auf jeden Korper eine Gewichtskraft ausiibt, wird
durch einen Spezialfall des dynamischen Grundgesetzes F = m - a be-
schrieben:

G=m-g.

Die Gravitationsbeschleunigung kann in der Ndhe der Erdoberfldche als
konstant angenommen werden: g ~ 9,81 m - s . Beim Tragen einer Mas-
se von 1 kg muss also ein Mensch eine betragsmiflig gleich groBlie Ge-
genkraft F=1kg-9,81m-s’>~10kg - m-s >=10 N durch seine Mus-
keln aufbringen.

Die Gewichtskraft ergibt sich als Spezialfall (Ndherung) des Newton-
schen Gravitationsgesetzes.

2.2.2 Gravitationskraft

NEWTON entdeckte, dass zwei beliebige Korper sich gegenseitig anzie-
hen. Fir die zwischen zwei Massen m; und m, wirkende anziehende Gra-
vitationskraft gilt:

m, -m

— 1 2
FIZ_Y 2 >
T

wobei 7 die aus Experimenten zu bestimmende Gravitationskonstante
(y=6,673 - 10" N - m* - kg ) und r der Abstand zwischen den beiden
Massen ist (bei kugelsymmetrischen Problemen wird fiir den Weg in der
Physik hdufig der Buchstabe r gewihlt).

In Bild 2.2 sind die Richtungen der Krifte etwas genauer veranschau-
licht.

Die von einem Korper 1 auf einen Korper 2 ausgeiibte Gravitations-
kraft verlduft in ihrer Richtung von m, nach m;, also auf die als Gravi-
tationszentrum wirkende Masse m; zu. Das Reaktionsprinzip fordert,
dass umgekehrt auch m, auf m; einwirkt, und zwar mit der Kraft
Fyy=—Fp.

Dynamik
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m, Fy Cr Fi, my
_/ m, -m
1 2
\ EIZ == 2 ~r
r
m, -m
F,=y——2¢
=21 =
< r iy I_2 r

Bild 2.2 Gravitationskraft (e,: Einheitsvektor in radialer Richtung) und Newtonsches
Gravitationsgesetz in Vektorschreibweise

Die Symmetrie der Gravitationskraft hinsichtlich der beiden schweren
Massen m; und m, bringt zum Ausdruck, dass es gleichgiiltig ist, ob man
sagt Korper 1 ziehe Korper 2 an oder umgekehrt.

Betrachtet man nun einen Korper m, = m, der sich in der Ndhe der Erd-
oberfliache befindet (Erdradius rg, Erdmasse mg), so gilt:
mg -m

2
Ig

:g-m’

wobei die konstanten Groflen ym—ZE als die Erdbeschleunigung zusam-

Iy
mengefasst wurden und man damit den bereits bekannten Ausdruck fiir
die Gewichtskraft erhélt. Fiir kleine Entfernungen von der Erdoberfldche
(Satellitenbahnen etc.) kann in guter Ndherung mit einer konstanten Gra-
vitationsbeschleunigung gerechnet werden.

T'g

Bild 2.3 Gravitationsfeld der Erde (schematisch)

Mit dem Newtonschen Gravitationsgesetz haben wir wegen F ~ r > ein
hyperbolisches Kraftgesetz kennen gelernt. Dieses Kraftgesetz, das bei-
spielsweise auch fiir alle Planeten Giiltigkeit hat, zeichnet sich dadurch
aus, dass es selbst im Unendlichen nie Null wird. Hierdurch werden die
verschiedenen Kraftwechselwirkungen der Planetensysteme im Weltraum
moglich. In Bild 2.3 ist das Gravitationsfeld der Erde schematisch darge-

18



Physik

stellt. Im Erdinneren nimmt die Gravitationsbeschleunigung mit dem Ab-
stand vom Erdmittelpunkt bis zu Oberflache linear zu.

B23 Der Mond hat einen Radius von ry = 1.738 km, seine mittlere Dichte
betrigt p = 3,34 g - cm . Wie groB ist die Gewichtskraft Gy, auf die
Masse m = 1 kg auf der Mondoberflédche?

Fiir die Masse des Mondes gilt mit der Volumengleichung fiir eine Ku-
gel:

4
m,, :poV:p(gwr&j =7,34-102kg .

Damit:

m -m

G =1,62kg-m-s72 =1,62N .

M=7
M

Da eine Masse von 1 kg auf der Erde mit einer Gewichtskraft von

G =9,81 N angezogen wird, ist ein Astronaut auf dem Mond nur ca.1/6

der irdischen Gewichtskraft ausgesetzt. Damit wird verstidndlich, warum

sich ein Astronaut auf dem Mond trotz Schutzanzug so leichtfifig be-

wegen kann.

2.2.3  Elastische Kraft (Federkraft)

Greift eine Kraft F am freien Ende einer einseitig befestigten Schrauben-
feder an, so wird diese gedehnt oder gestaucht. Infolge des Wechselwir-
kungsgesetzes entsteht eine riicktreibende Federkraft Fr (Bild 2.4 a). In-
nerhalb gewisser Grenzen (keine plastische Verformung) gilt das Hooke-
sche Gesetz (e,: Einheitsvektor in x-Richtung)

Fr=-k-x-e, bzw.als Betragsgleichung Fr=k - x.

Solange ecine elastische (reversible) Verformung erfolgt, ist die Feder-
kraft proportional zur Auslenkung (lineares Kraftgesetz). Die Federkon-
stante k mit der Einheit [k] = N/m ist vom Federmaterial und von den
Konstruktionsdaten der Feder abhéngig. Sie kann durch eine einfache
Gewichtskraft-Verlangerungs-Messung bestimmt werden (Bild 2.4 b).

Dynamik
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a)

b)

Bild 2.4 Federkraft
a) vektorielle Verhéltnisse an einer Feder,
b) Bestimmung der Federkonstanten durch eine Kraft-Verldngerungs-Messung

Geeignet geeichte Federn werden als Kraftmesser (Federwaagen) einge-
setzt. So kann mit Threr Hilfe die Gewichtskraft eines angehingten Kor-
pers und, nach Division durch g, seine Masse bestimmt werden.

Bei einer Parallelschaltung von Federn addieren sich die einzelnen Fe-
derkonstanten:

kgeszk1+k2+k3+ ......

Bei der Reihenschaltung gilt:

z. B. ergibt sich bei der Reihenschaltung von drei gleichen Federn die re-
sultierende Federkonstante zu

1 1 1
—=—t+—+
k

l é bzw. k =lk.
k k k k gs 3

ges

2.24  Trigheitskraft und d’Alembertsches Prinzip

Versucht man, einen Korper parallel zur Erdoberfliche durch eine Kraft
F =m - a zu beschleunigen, so wirkt wegen dem Wechselwirkungsgesetz
auch ohne Reibung eine gleich grofle Gegenkraft entgegen (Bild 2.5).
Diese Kraft ist eine Folge der Tragheit des Korpers und wird daher an-
schaulich als Triagheitskraft F; bezeichnet. Es gilt:

20
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F=m-a=-F bzw. E+F =0
FFe—m
Bild 2.5 Veranschaulichung einer an einem Korper wirkende Kraft F und der dazugeho-

rigen Trégheitskraft.

Die Formulierung F — m - a = F + F; = 0 bezeichnet man in der Literatur
haufig als d’Alembertsches Prinzip. Es besagt, dass in einem beschleu-
nigten System immer Trigheitskrifte auftreten, die sich mit den be-
schleunigenden Kréften zu Null addieren. Mit dieser Formulierung lassen
sich dynamische Probleme (Bewegungsgleichungen) auf statische Kraft-
gleichgewichte zuriickfithren. Da die Trigheitskraft nur im mitbewegten
Koordinatensystem, d. h. am beschleunigten Korper auftritt, wird sie als
Scheinkraft bezeichnet.

2.2.5  Zentrifugal- und Zentripetalkraft

Bei der gleichférmigen Kreisbewegung tritt eine Beschleunigung auf, die
fiir die Richtungsdnderung der Tangentialgeschwindigkeit sorgt. Diese
Radialbeschleunigung wirkt in Richtung des Drehzentrums und hat ge-
mifB der dynamischen Grundgleichung eine Kraft (Zentripetalkraft) auf
eine rotierende Masse zur Folge:

Fp=-m-a=-m-or

Der nach innen gerichteten Zentripetalkraft wirkt gemiB3 dem Wechsel-
wirkungsgesetz (bzw. dem d’Alembertschen Prinzip) eine Trdgheitskraft
entgegen, die als Zentrifugal- oder Fliehkraft F;; bezeichnet wird (Bild
2.6). Beide Krifte sind dem Betrag nach gleich grol3 und es gilt:

[Ezp|=|-Fz =m-@* - r=m- V .

Dynamik
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Vian

5

Bild 2.6

B2.4

Krifte bei der Rotationsbewegung

Ein Satellit der Masse m = 1.000 kg umkreist die Erde in einer Hohe
von h = 500 km. Wie grol muss seine Tangentialgeschwindigkeit
(Bahngeschwindigkeit) sein, damit er nicht zur Erde fallt?

Am Ort des Satelliten heben sich die Gravitationskraft und die Zentrifu-
galkraft auf (Bild 2.7).

Vian

Fye

__~Satellitenbahn

Bild 2.7 Kraftgleichgewicht auf einen Satelliten, der sich auf einer Kreis-
bahn um die Erde befindet.

Es gilt die Betragsgleichung

2
1/nE m Vtan

Tenp e

m

E__761.103 2

rp +h S

Wie man sieht, ist die Tangentialgeschwindigkeit unabhéngig von der
Masse des Satelliten.

22
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2.2.6 Reibungskriifte

Aupere Reibung

Bei technischen Vorgingen sind Reibungskrifte von grofer Bedeutung.
Sie sind der bewegten Kraft immer entgegengerichtet. Bei festen Korpern
muss zum Einleiten einer Bewegung eine relativ grole Kraft aufgewendet
werden. Diese ist zum Uberwinden der Haftreibung notwendig. Der
Korper gleitet dann unter Wirkung einer kleineren Kraft weiter, die zum
Uberwinden der Gleitreibung notwendig ist. Analog zur Gleitreibung
tritt bei Radern eine Rollreibung auf.

Alle drei Reibungsarten, die auch als dulere Reibung bezeichnet werden,
gehorchen bei kleinen Geschwindigkeiten einer Gleichung der Form

FR =u- FN.
Dabei ist Fr die der von auflen wirkenden Kraft F entgegengesetzte Rei-

bungskraft, Fy die Normalkraft senkrecht zur Auflage und p die Rei-
bungszahl (vgl. Bild 2.8).

Fr=pu - Fy Fr=pc - Fx Fr=pr - Fx
v
\
= —
—
Fr F Fr E Fr JE
) ! ) ! O O
v v v
Fx Fx Fx

Bild 2.8 Haft-, Gleit- und Rollreibung

Die obigen Reibungskrifte sind unabhingig von der Geschwindigkeit und
der Auflagefliche und nur abhidngig von dem Reibungspaar. In Tabelle
2.1 sind einige Haft-, Gleit- und Rollreibungszahlen zusammengestellt.

Tabelle 2.1 Haft-, Gleit- und Rollreibungszahlen fiir einige Reibungspaare

Reibungspaar HUH UG UR
Gummi auf Asphalt 0,9 0,85

Gummi auf Beton 0,65 0,5

Gummi auf Eis 0,2 0,15

Stahl auf Stahl 0,15 0,12

Kfz auf StralRe 0,02 -0,05
Bahn auf Schiene 0,002

Dynamik

23



Dynamik

B

Physik

B2.S5 Der Haftreibungskoeffizient einer Festkorperpaarung kann u. a. mit Hil-
fe der schiefen Ebene ermittelt werden (Bild 2.9).

G

Bild 2.9 Kraftgleichgewicht mit Reibung an der schiefen Ebene

Zu Beginn der Reibung gilt:

IF| = Fe| Fr=p-Fy=pn-G-cosa ; F=G-sino.
Damit

G-sina=pn-G-cosa bzw. p=tan o= konstant.

Aus der Neigung der Ebene zu Beginn der Bewegung kann also auf die
Reibungszahl geschlossen werden.

Innere Reibung

Bewegt sich ein Korper durch eine Fliissigkeit oder ein Gas oder stromen
diese Medien an einem ruhenden Kdorper vorbei, er erfahrt dieser eine
Widerstands- oder Reibungskraft. Sie hingt von der Relativgeschwindig-
keit zwischen Korper und Medium ab. Grundsétzlich ist dabei zwischen
laminarer und turbulenter Stromung zu unterscheiden (siche Studienbrief
ScHMIDT (2007¢)).

Fiir die innere Reibung, wie sie vorzugsweise bei kleinen Relativge-
schwindigkeiten auftritt (laminare Stromung), gilt:

ER:_b'X:_b'X_.

(Das Minuszeichen gibt an, dass die Reibungskraft der Geschwindigkeit
entgegengerichtet ist.)

b wird als Zdhigkeitskoeffizient bezeichnet. In ihn gehen Werte wie die
Form des umstromten Korpers und die Viskositdt m (Zahfliissigkeit) des
Mediums ein. Fiir den Spezialfall der Stokesschen Reibung (eine Stahl-
kugel sinkt z. B. infolge der Gravitationskraft in einem Olbehilter hinun-
ter) gilt die Betragsgleichung:

Fr=6nmn-r-v,

wobei r der Radius der Kugel ist.

24
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B 2.6

Eine Stahlkugel sinkt in einem zdhen Medium (z. B. Tapetenkleister)
mit kleiner Geschwindigkeit (laminar umstromt) hinunter. Wir wollen
aus dem Kraftgleichgewicht das Weg-Zeit-Gesetz herleiten. Dabei wol-
len wir annehmen, dass sich eine Punktmasse mit konstanter Sinkge-
schwindigkeit bewegt. Das bedeutet, dass sich ein Gleichgewicht zwi-
schen der Reibungskraft Fr und der um den Auftrieb (sieche Studienbrief
SCHMIDT (2007¢)) verminderten Gewichtskraft G' des Korpers einge-
stellt hat (Beschleunigung ist Null). Bild 2.10 zeigt das einfache Kraft-
gleichgewicht.

X 4 X 4

g — B YL

o

v

Legende: Fr — Stokessche Reibungskraft
G' — um Auftrieb verminderte Gewichtskraft

Bild 2.10  Kraftgleichgewicht (stationdrer Zustand) beim Absinken einer
Masse in einer Fliissigkeit und zugehoriges Weg-Zeit-Gesetz

Fiir das Kraftgleichgewicht gilt unter den vorgegebenen Randbedingun-
gen:
Fr+G'=0.

Der Vektor der Reibungskraft steht in Gegenrichtung zum Vektor der
Sinkgeschwindigkeit:

Fr=—6nn-r-v.

Der Vektor der um den Auftrieb verminderten Gewichtskraft steht in
Gegenrichtung zur nach oben gewidhlten Wegkoordinate x:

G'=-m-g-e
Damit gilt fiir die x-Komponente des Kraftgleichgewichtes:
dx m-g

—6m-r-v-m-g=0 bzw. v=—=- .
dt 6mn - r

Einmalige Integration des Geschwindigkeits-Zeit-Gesetzes (es gilt
v = konstant) liefert

dx=- dt;
6mn-r
[dx=- ne [dt;
6mn-r
m-g
x(t)=— -t+c.
() 6mn-r

Dynamik

B
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Die Integrationskonstante ¢ wird durch die Anfangsbedingung
x (t=0)=x, festgelegt. Damit gilt:

x(t):xo _m«g-t.
6mn -1

Dieses ist eine linear abfallende Funktion mit dem Achsenabschnitt x,

m-g

und dem Steigungsfaktor —
6mn-r

(vgl. Bild 2.10). Prinzipiell kann

hieraus die Viskositit des Mediums ermittelt werden, da alle anderen
Groflen im Steigungsfaktor bekannt sind. Nach einem vergleichbaren
Verfahren arbeitet ein Kugelfallviskosimeter zur Bestimmung von Vis-
kositdten. Hierauf werden wir in Studienbrief SCHMIDT (2007¢) genauer
eingehen.

Zu Beginn des in Beispiel 2.6 beschriebenen Bewegungsvorgangs tritt
vor dem stationdren Zustand eine beschleunigte Bewegung auf. Mit der
zugehorigen, vergleichsweise komplizierten Bewegungsgleichung kann
der so genannte Relaxationsprozess bis zum Erreichen des stationdren
Zustands berechnet werden.

Fiir die Reibungskraft, die bei turbulenter Stromung auftritt, wie sie in
Gasen und bei groBen Relativgeschwindigkeiten auch in Fliissigkeiten zu
beobachten ist, gilt:

v L R
(ﬁ — Einheitsvektor in Richtung von v ).
v

D wird héufig als Gasreibungskoeffizient bezeichnet und ist u. a. von der
Dichte des Gases und der Form des Korpers abhingig:

FR:CW'A'%'VZ.
A ist dabei die Querschnittsfliche des Korpers senkrecht zur Stromungs-
richtung und cw der Widerstandsbeiwert, der als dimensionslose Zahl von
der Form des umstromten Korpers abhidngt. Typischerweise gilt (siche
Studienbrief SCHMIDT (2007¢)) fiir Pkw: cw = 0,29 ... 0,5 und fir Lkw:
cw=0,6 ... 1,2.

B 2.7 Ein Fallschirmspringer mit einer Korpermasse von 80 kg héngt an ei-
nem Fallschirm mit einer Fliche von 50 m® und einem Widerstandsbei-
wert cy = 1,35. Wir wollen aus dem Kraftgleichgewicht die Sinkge-
schwindigkeit kurz vor der Landung ermitteln. Dabei wollen wir vom
stationdren Zustand (keine Trégheitskréfte) ausgehen. Das Kraftgleich-
gewicht ergibt sich durch Gleichsetzen der Betrdge von Gewichtskraft
und Reibungskraft (Strdmungswiderstand):

m.g:lcw.p.A.Vz’ alsov = ﬂ .
2 CyP-A
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Mit dem Wert p = 1,293 kg/m’ fiir die Luftdichte an der Erdober-
fliche ergibt sich eine Sinkgeschwindigkeit von v = 424 m - s™' =

153 km-h™".

2.3 Aufstellen und Losen
von Bewegungsgleichungen

Nach dem 2. Newtonschen Axiom wird eine Masse m beschleunigt, wenn
auf sie eine Kraft F wirkt:

F=m-a , F-m-a=0,

oder allgemeiner
ZEi -m-a=0

Die am Korper angreifenden Krifte F, werden haufig als ,,duBBere* Krifte
bezeichnet, um sie gegen die im Korper herrschenden Krifte (,,innere*
Krifte, z. B. Bindungskrifte) abzugrenzen. Die dulleren Krifte kdnnen
dabei je nach betrachtetem System Federkrifte, Gewichtskrifte, Rei-
bungskrifte usw. sein. Durch Einsetzen der speziellen Kraftgesetze in die
obige Gleichung erhdlt man die Bewegungsgleichung (,,dynamisches®
Kraftgleichgewicht) des physikalischen Systems.

Wenn keine Beschleunigung am Kdérper auftritt, befindet er sich im stati-
onéren Zustand, d. h. die Bewegung l4uft nach dem 1. Newtonschen Axi-
om mit konstanter Geschwindigkeit ab. Diese Annahme haben wir bei
den Beispielen B 2.6 und B 2.7 getroffen.

Fiir einen bewegten Korper gilt das ,,dynamische® Kraftgleich-
gewicht

ZEi _m'EZZEi +F =0.

Die dufleren Krifte F;, konnen dabei Federkrifte, Gewichtskrifte, Rei-
bungskrifte usw. sein. Falls keine Beschleunigung am Korper auftritt
(m-a=0), befindet sich der Korper im stationdren Zustand
(v = konst).

Der Term F, =—m-a wird in der Literatur haufig als Tragheitskraft
(Scheinkraft) bezeichnet. Sie tritt nur am beschleunigten Korper auf.

Ein Problem beim Aufstellen von Kraftgleichgewichten ist die Festle-
gung der Vorzeichen. Grundsitzlich gilt:

1. Die Tréagheitskraft F, ist gegen die beschleunigende Kraft, d. h. gegen
den Beschleunigungsvektor a gerichtet:

Fi=-m-a=-m- X.
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2. Reibungskrifte wirken entgegen der Bewegungsrichtung, d. h. entge-

gen dem Geschwindigkeitsvektor (e,: Einheitsvektor in Richtung
vony)

Fp = —R|; =-Re, (konstante Reibungskraft),
v
Fr=—b-v=-b-x (Reibung bei laminarer Stromung),
Fr=—-D-v ﬁz -D- %% ¢, (Reibung bei turbulenter Strémung).
Vi

Federkrifte sind stets der Auslenkung x entgegengerichtet:

Fp=-k-x

. Mit diesem ,,Rezept” wollen wir uns zunichst ein Beispiel anschauen,

das in Studienbrief SCHMIDT (2007b) vertiefend behandelt wird.

B 2.8 Gegeben sei ein Federpendel (Feder-Masse-Schwinger) (Bild 2.11), das

sich auf einer Unterlage unter Wirkung einer konstanten Reibungskraft
|Fr| = |R| bewegt. Die Feder mit der Federkonstanten k moge glei-
chermaflien auf Zug und auf Druck reagieren. In dem System wirken
drei Krifte, ndmlich Tragheitskraft, Reibungskraft und Federkraft:

Ei+Fr+Fr=0.

Die Masse wird ein Stiick x, aus der Ruhelage x = 0 herausgezogen und
dann losgelassen.

— E

|<
I

— *Er

Bild 2.11 Feder-Masse-Schwinger

Dann wirken die Krifte (vgl. Momentanbild fiir die Bewegung nach
links in Bild 2.11)

FE=—m-Xx (entgegen dem Beschleunigungsvektor a),
Fr=—R-¢e, (entgegen dem Geschwindigkeitsvektor v),
F =-k-x (entgegen der Auslenkung x).

28



Physik

Fiir das Kraftgleichgewicht gilt damit:
-m-X -R-k-x=0,
m-X +R+k-x=0

(Die Vektorstriche konnen, da es sich um eine eindimensionale Bewe-
gung entlang der x-Achse handelt, weggelassen werden.).

Das Kraftgleichgewicht fiihrt auf die Bewegungsgleichung des Systems.
Es handelt sich dabei um eine Differentialgleichung 2. Ordnung, die hiu-
fig selbst schon bei einfachen Problemen nicht mehr exakt zu 16sen ist.

Einfach zu losen ist z. B. die Bewegungsgleichung fiir den freien Fall.
Aus dem Kraftgleichgewicht m-X = -m-g ergibt sich die Bewegungsglei-

chung

X=-g.
Diese fiihrt, wie wir schon mehrfach gesehen haben, durch zweimaliges
Integrieren auf das Weg-Zeit-Gesetz

L
X=——g-t
2

(mit den Anfangsbedingungen x, =0, v, = 0). Man beachte, dass der
Vektor der Wegkoordinate in Gegenrichtung zum Vektor der Gravitati-
onsbeschleunigung gewihlt wurde.

Es soll nun zur Ubung ein etwas komplizierteres Beispiel betrachtet wer-
den.

B2.9 Eine Kugel dringt mit einer Anfangsgeschwindigkeit v, in ein zdhes
Medium ein. Dabei wird sie mit einer geschwindigkeitsproportionalen
Reibungskraft (Stokessche Reibung) abgebremst (Bild 2.12). Wir wol-
len zeigen, dass der Abbremsvorgang (Weg-Zeit-Gesetz) mit einer Ex-
ponentialfunktion beschrieben werden kann.

zahes Medium

(O—

Bild 2.12  Krifteverhdltnisse beim Eindringen einer Kugel in ein zdhes Me-
dium. Dargestellt sind die vektoriellen Verhéltnisse bei der Bewe-
gung nach rechts. Die Gravitationskraft bleibt unberiicksichtigt.
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Auf die Kugel wirkt die Tragheitskraft Ft = — m - a (man beachte die
Richtung von a, Abbremsvorgang) und die Reibungskraft Fr =—b - X.

Mit
F+Fr=0

gilt (die Vektorstriche kdnnen weggelassen werden, eindimensionales
Problem)

-m-X-b-x=0 , m-X=-b-x%x.

Diese Differentialgleichung 2. Ordnung kann durch die Substitution
X=vV, X =V in eine Differentialgleichung 1. Ordnung {iiberfiihrt

werden:
m-v=-b-v

oder korrekter geschrieben

. L . . d
Die Integration liefert auf der linken Seite wegen J-—X =lnx+c:
X

=Inv(t) + ¢,

dv(t)
50

und auf der rechten Seite

J'—Edt=—3jdt:—3-t+cz
m m m

und damit
b

Inv(t)y=—— -t+c (c=cr—cy),
m

b
elnv(t):V(t): e m .g° (ea+b:ea. eb).
Mit der Anfangsbedingung v (t = 0) = v, folgt

by
voe ™ -ef=1-¢ ,vp=¢".
Damit lautet das Geschwindigkeits-Zeit-Gesetz des Bewegungsvor-
gangs:

b,

vit)y=vpe ™ .
Zur Ermittlung des Weg-Zeit-Gesetzes ist nochmaliges Integrieren er-
forderlich. Mit v(t) = dx(t) / dt folgt

b
dx(t)=vp- e ™ dt,

b
[dx()=x(t) +c;=fvo- e ™ dt.
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Die rechte Seite der Gleichung kann durch eine Substitution geldst wer-
den:

b
VOI em dt:—VOEI e“dz
m

LY -
m dt m m

Losen des Integrals (] ¢ dx = " + ¢) und Riicksubstitution liefert

b
—t

x(t)+c;, =-vy-—-e ™ +c,
m .

b
—t

X(t):_Vog'e mo4+c (c:cz—cl).

Mit der Anfangsbedingung x (t=0)=0 folgt

L

O=-vy-—-e ™ +c;

m
C:VO_,

m
,B.t b
x()=—-vy-—-e ™ +v,—,
m

Fiir grofe Zeiten (t — o) geht der Exponentialausdruck gegen Null und
b . .

x(t) gegen vo— (maximale Eindringtiefe). In Bild 2.13 sind das
m

v-t-Diagramm und das x-t-Diagramm des Bewegungsvorgangs darge-
stellt.

X A X A
b
9 Y
t t

Bild 2.13  v-t-Diagramm und x-t-Diagramm fiir einen Abbremsvorgang in
einem zdhen Medium
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